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Figure 1: Charles Ponzi (1882 - 1949)
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Ponzi & los esquemas piramidales I

Figure 1: Charles Ponzi (1882 - 1949)

Idea: dar dinero y recibir mas dinero rapido (= $ ~~ 0 ~~ $9)
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e ;Y si hubiera oo personas en La Tierra? Entonces...

A4
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Uy iFuncionarial

e ;Y si la gente no se conociera asi? Entonces...

= N\

podria ser que sélo e ganara...
37/97



Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-




Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-

1. Si w € V entonces |¢~! (w)| > 2.



Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-

1. Si w € V entonces |¢~! (w)| > 2.
2. (v,¢(v)) € E paratodo v € V.



Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-

1. Si w € V entonces |¢~! (w)| > 2.
2. (v,¢(v)) € E paratodo v € V.




Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-

1. Si w € V entonces |¢~! (w)| > 2.
2. (v,¢(v)) € E paratodo v € V.

VS.
s D) )



Ponzi & los esquemas piramidales 111

Definicién

Esquema piramidal exitoso en (V/, E) loc. aco. es ¢ : V — V-

1. Si w € V entonces |¢~! (w)| > 2.
2. (v,¢(v)) € E paratodo v € V.

Q/ VS.
. o~ X
b b3 ()




Ponzi & los esquemas piramidales IV

Observaciones:

1. K, no tiene un esquema piramidal exitoso.
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Ponzi & los esquemas piramidales IV

Observaciones:

1. K, no tiene un esquema piramidal exitoso.
2. |V| < 0o~ (V, E) no tiene un esquema piramidal exitoso.

3. Existen "esquemas exitosos parciales":
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Lebesgue vs. Vitali I

Figure 2: Henri Léon Lebesgue Figure 3: Giuseppe Vitali
(1875-1941) (1875-1932)
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Lebesgue vs. Vitali I

Figure 2: Henri Léon Lebesgue Figure 3: Giuseppe Vitali
(1875-1941) (1875-1932)

Idea: medir conjuntos en R Idea: no podemos medirlo todo
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Banach-Tarski & Hausdorff T

Idea: (Banach & Tarski) debilitar o-aditividad ~~ j Conjuntos no
medibles?
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Observacion: Fo C SO (3):
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Observacion: Fo C SO (3):

o0 o
e = BB LR e
0 0 1 0 F2 1

Por tanto: F» es paradéjico & Fy ~ S2.

Lema
G paradéjico & G ~ X sin puntos fijos = X G-paradéjico.

Proposicion (Paradoja de Hausdorff)
3D c S? contable con S?\ D SO (3)-paraddjico.

Prueba (sketch): F := puntos fijos de F ~ S2
~ D :=Uyecr,wF + Lema.
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Banach-Tarski & Hausdorff TV

Observaciones:

1.

Paradoja fuerte ~» todo A C R3 con interior # () es
SO (3)-paraddjico.

Existen conjuntos C R® no medibles (jincluso sin
o-aditividad!)

n > 3 ~» misma prueba ~~ conjuntos no medibles.
n=1,2 ~» SO (n) abeliano ~» bola no paradgjica.

n=1,2 ~» existen medidas totales extendiendo Lebesgue.
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von Neumann

Idea: Banach-Tarski vs. Medidas v : P (G) — [0, 1].
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Definicién
Una medida de probabilidad invariante es p: P (G) — [0, 1]
cumpliendo:

1. Normalizacién: p(G) = 1.
2. Aditividad finita: p (AU B) = u(A) + 1 (B).
3. Invariancia: p(gA) = u(A).

G es amenable si tiene una medida de probabilidad invariante.
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Definicién
Una medida de probabilidad invariante es p: P (G) — [0, 1]
cumpliendo:

1. Normalizacién: p(G) = 1.
2. Aditividad finita: p (AU B) = u(A) + 1 (B).
3. Invariancia: p(gA) = u(A).

G es amenable si tiene una medida de probabilidad invariante.
Ejemplos: G finito & Z ~~ p(A) = limp—y |[AN[—n,n]| /2n + 1.
No ejemplo: Fo ~» A:=S(a)U S (at) ~

1. AUaA=F; ~ u(A) > 1/2.
2. A, bA, b2 A son disjuntos ~ 1 (A) < 1/3.
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Teorema (Banach-Tarski, von Neumann)

G grupo discreto, finitamente generado. LSASE:

1. G es paradgjico.
2. G no es amenable.
3. Existe K C G finito tal que Cay (G, K) tiene un EPE.

Prueba (sketch):

3 = 1. Escoger ¢; tal que ¢ (vi(g)) =g (i =1,2) ~ para k € K
Av={gecG:r(g)g =k} & Bi={geG:ua(g)g ' =k}.
— (g,9(g)) € E~vi(g)g™ € K~ G = UrexAx = Uek Br.

— Ukek kA =11 (G)
— UkekkBi =12 (G)

} ~ Ukek (kA LU kBy) C G.
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1 = 2. Si fuera paradéjico y amenable:

2 = 3. No amenable
~> existe e € K C G con |KF| > 2|F|
+ Hall harem Theorem

~+ etiquetas {g(tvi)}(t,i)er{l,2}
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Naranjas vs. Estafas II

1 = 2. Si fuera paradéjico y amenable:

= Zu(ng,-) +Z/~L(hj3j) > 1 (G) +p(G) =2.

=

2 = 3. No amenable
~> existe e € K C G con |KF| > 2|F|
+ Hall harem Theorem

~+ etiquetas {g(tvi)}(t,i)er{l,2}

~> i (t) =gy & o= ¢f1 U w;l U resto.
Ejercicio: Completar los detalles.
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iEso es todo, amigos!

iMuchas tardes y buenas gracias!

i Preguntas?
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